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Clasa a XllI-a

1. Fie functia f:z4 —Zg, f(x)=x*. Sa se determine submultimile nevide A
ale lui z, cu proprietatea f(A)=A.
Benedict G. Niculescu, Bucuresti, G. M. nr. 9/2014

; 2 1 . .
2. Fie Az( , 1] si G={X,eMy(R)/X,=1,+aA a>-1}. Demonstrati cd G

este grup abelian in raport cu inmultirea matricelor , izomorf cu grupul
aditiv al numerelor reale.

3. Daca f: R — R este o functie care admite primitive, demonstrati ca
pentru orice primitiva F a sa existd ¢ € R cu proprietatea:
f(c)-sinF(c) = 2015,
Dan Seclaman, Craiova
4. Calculati:
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Cristian Moanta, Craiova

Nota

Toate subiectele sunt obligatorii.

Fiecare subiect va fi notat cu puncte intre 1 si 10(1 punct din oficiu).
Timp de lucru: 3 ore



Solutii clasa a XlI-a:

1. 7(0)=0.7(1)=11(2)=41(3)=0,1(4)=7,1(5)=7.1(6)=0,1(7)=41(8)=1
Rezultd ca f(zg) (6,1 4,7}, deci A=t (A)g{@, 147,
Cum f( ) ( ) 1, rezulta ca 1 se pot afla intr-o submultime A cu

proprietatea f(A) A.
Deoarece f( ) si f(?)zfl, rezultd ci elementele 4 si 7 Se afld sau nu se afld

simultan ntr-o submultime A cu proprietatea f(A)=A.
in consecinta A:{()},Az{i},A:{(),i},A:{6,21,?},A:{i,fl,?} sau Az{f),i,&,?}.
2. Xa-Xp=l,+aA+bA+abA% (V)ab>-1. Cum A%=A obtinem
Xa-Xp =1, +aA+bA+abA” =1, +aA+bA+abA=1,+(a+b+ab)= X, p.a.(¥)a,b>-1.

Cum a+b+ab=(a+1)(b+1)-1>-1Va,b>-1, rezultd ca G este parte stabila in

raport cu inmultirea matricelor.

Inmultirea matricelor este asociativa.

Xa* Xp = Xaiprab = Xpsatba = X Xa.(V)a,b>-1, deci inmultirea matricelor este
comutativa pe G.

Elementul neutru este 1, =X, G.

Inversul elementului x, <G este elementul x , <G.

Cadl
Tn concluzie G este grup abelian in raport cu inmultirea matricelor.
Consideram functia f:G—R,f(X,)=In(a+1).
Se verifica usor ca f este bijectiva si
f(Xa-Xp)=Ff(Xapsan)=IN(a+b+ab+1)=In(a+1)+In(b+1)=f(X,)+ f(X,) VX4, X, €G,
deci f este izomorfism de la grupul (G,:) la grupul (R,+).
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3. Consideram functia g: R = R, g(x) = —cosF(x) — ’;016

, pentru care
avem lim g(x)=-o (1) . Presupunem prin absurd ca functia g este injectiva.

X—>too

Cum g este continud, rezultd ca g este monotona, ceea ce contrazice (1).
Asadar g nu este injectiva si deci exista a,b € R,a < b, astfel ca

g(a) = g(b). Deoarece functia g este derivabila, conform teoremei lui Rolle
existd ¢ € (a, b) astfel incat g'(c) = 0, de unde rezulti relatia ceruti in enunt.
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b) Se di factor comun fortat pe t3t?+1 si se obtine pentru t>0:
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Barem de corectare

Clasa a Xll-a

Problema 1
Oficiulp
a) f (6):6, f (i):i, i (é):&, i (é):é, i (21):?, f (8):?, f (é):(), i (?):21, i (é):i 2p
f(29)={0,1 4 7| 1p
A=f(A)c{0,1, 4, 7
OECEEN "
f 6) =0, rezulta elementul 0 poate fi in submultimea A .
p
f (1) -1, rezultd elementul 1 poate fi in submultimea A .
p
f (21) =7, f (7) =4, rezulta cd elementele 4 si 7 se afld sau nu se afla .
i A ) p
simultan Tn submultimea A
A={6},A:{i},A={6,i},A={6,21,?},A={i,21,?} sau Az{é,i,&,?} 2p
TOTAL 10p
Problema 2 Oficiu 1p
Xa* Xp =Xaspapr Va,b>-1 1p
a+b+ab>-1Va,b>-1= G este parte stabila in raport cu inmultirea 1p
matricelor
Inmultirea matricelor este asociativa 1p
Xa* Xp = Xaib+ab = Xpratba = Xp- Xa,Va,b >-1 1p
Elementul neutru este 1, =X, G 1p
Inversul elementului X, eG este elementul X , G 1p
Ca+l
Consideram functia f:G—R, f(X ,)=In(a+1) 1p
f este bijectiva 1p
f(Xa'Xb)=f(Xa)+f(xb)’VXa’Xb eG 1p

TOTAL

10p



Problema 3 Oficiu 1p

2016 1p
:R - R, = —cosF(x) —
g:R = R,g(x) = —CosF (x) — 5
lim g(x)=—o0 (1) Ip
g nu este injectiva 3p
existd a,b € R,a < b, astfel ca g(a) = g(b) 1p
Finalizare (Aplicarea teoremei lui Rolle ) 3p
TOTAL 10p
Problema 4 Oficiu
1p
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TOTAL 10p



